Die Mathematik kurzer ToOne

1 Kurz abklingende T6ne

Wir vergleichen den durchgehaltenen Ton ¢(t) = sin(wot)
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mit dem abklingenden Ton f(t) = e~ T - sin (wot) fiir t >= 0 und f(¢) = 0 fiir ¢ < 0. Nach der
Zeit T verringert sich also die Amplitude um den Faktor 1 <
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und wir fragen uns nach seinem Spektrum. Dieses Modell ist passend fiir gezupfte oder ange-
schlagene Instrumente (Gitarre, Klavier, etc.)
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Im Fall der Funktion g ist die Frage sofort zu beantworten, es kommt nur die Frequenz w = wy
vor und die Amplitude aller anderen Frequenzen ist identisch Null.

Wir wenden uns nun der Funktion f zu. Um ihr Spektrum f zu berechnen, miissen wir ihre
Fourier-Transformierte f = % f f(t)e "+t dt ermitteln. Wir verwenden dazu die Eulersche
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Identitat sinx = 5
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Damit haben wir zwei Integranden vom Typ e~ . Es gilt
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Es gilt daher
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Elementare algebraische Umformungen fithren nun zu
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Wenn wir die Abklingzeit so kurz wéhlen, dass % > w, gilt
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Damit haben wir ein konstantes Spektrum, welches alle Frequenzen w in gleicher Intensitét
enthélt. Wir héren nur einen Knacks, dem wir keinerlei Frequenz zuordnen kénnen.

Wahlen wir dagegen T' so grof3, dass % < w, erhalten wir das Spektrum
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und erhalten eine Polstellen bei w = +wy, d.h. wir héren nur die Frequenz wy.

Um den Zwischenbereich abzudecken, berechnen wir |f(w)| = \/ f(w)f(w). Eine einfache ele-

mentare Umformung liefert
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Die graphische Darstellung zweier Spektren die zur gleichen Grundfrequenz wg gehoren, jedoch
mit unterschiedlicher Abklingdauer, unterscheiden sich deutlich. Lange Abklingdauern ergeben
hohe schmale Linien, wihrend bei kurzer Abklingdauer das Spektrum niedriger und breiter
wird.

Nun wollen wir die Lage des Extremums des Spektrums ermitteln. Dazu geniigt es, den Term
unter der Wurzel zu betrachten und dessen Extremum zu ermitteln. Wir leiten diesen Term ab
und setzen ihn gleich Null.
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Damit haben wir

Die Frequenz des abklingenden Tons ist also nach unten verschoben. Je schneller der Ton
abklingt, desto gréfler die Frequenzverschiebung nach unten und gleichzeitig wird der Ton in

seiner Frequenz unschérfer.

2 Kurze ungedampfte To6ne

Fiir Streichinstrumente oder Blasinstrumente ist das Modell endlicher ungedampfter Wellenziige

besser geeignet. Wir betrachten den kurzen Ton der Dauer T

in seiner komplexen Form, um die Rechnung moglichst einfach zu halten.
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Wir berechnen nun wiederum die Fourier-Transformierte von f.
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Das Spektrum sieht wie oben dargestellt aus. Bei w = wy erhalten wir ein Maximum. Bei
wy = wo + 2En mit n € Z\{0} erhalten wir im Spektrum Nullstellen. Wir haben also ein hohes
Frequenzmaximum bei w = wy und niedrige Nebenmaxima bei
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Das Haupt-Maximum bei hat dann die Breite
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Wenn wir dies in Frequenz umrechnen, erhalten wir

Wenn ein Ton z.B. nur is gehalten wird, haben wir eine Frequenzunschérfe von immerhin 8 H z.
Wir der Ton nur %s gehalten, wachst die Frequenzunschérfe auf 16 Hz an. Je kiirzer der Ton,
desto grofer die Frequenzunschérfe!



